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Soit A un anneau de Dedekind; notons Fle corps des fractions de A et, pour tout 
id&l maximal O, k(o) le corps residue1 de A en u. D’apres Quillen [ 1, p. 113, car. 
au th.51, on a une longue suite exacte (suite exacte de localisation): 
(E) 
c &I 
l ~~+K~(A)+Ki(F)--+ OKi_l(k(v))~Ki_,(A)~*.* 
lJ,EM 
oh 8, est le bord en K-theorie et oh Ki_ ,(k(v)) + Ki_ ,(A) est don& par le ‘trans- 
fert’ (lot. tit .), 1M designant l’ensemble des idkaux maximaux de A. Dans certains 
cas, on sait que la suite 
(3 
c 4, 
0--+K,(A)---+K2(F)--+ @ k(v)*-+0 
VEIW 
est exacte: c’est le cas lorsque A est un anneau de valuation discrete [2], ou l’anneau 
des polyn6mes en une indkterminee sur un corps [3, p. 325, th. 2.31, ou l’anneau 
des entiers d’un corps de nombres [4]. Dans cette note, nous nous proposons de 
dkmontrer trt3s simplement: 
ThCorhe 1. Si A est un anneau euclidien, la suite (S) est exacte. 
Pour un anneau euclidien, l’exactitude ZI droite de la suite (S) est bien connue: la 
thborie des symboles de Mennicke [5, ch. VI] montre en eff’et que le transfert 
KI (k(v)) + K,(A) prend ses valeurs dans SKI(A), qui est nul pour tout anneau 
euclidien (loc.cit.).Reste done g montrer l’exactitude ti droite. La suite (E) montre 
que celle-ci est kquivalente aux knonc& suivants: 
hCo&m 1’. Pour tout u E M, le transfert K2(k(v)) -+ K:(A) est triGal. 
Coribnre 1”. L ‘application K3 (F) -% @ ,, E .zr,K2(k(v)) est surjei-rive. 
Soit d: A -+ N un ‘degr? definissant la structure euclidienne de A; si 1’ E ,&I, on 
pose d(v) : = d(p) pour tobt gWrateur p de v. 11 est clair que le Thtiorerne 1 N est con- 
0022-4049/84/$3.00 0 1984, Elsevier Science Publishers B.V. (Nortl Holland) 
256 B. Kahn 
sequence de I’enoncC plus precis suivant :
Proposition 1. Suit v E M. Pour tout symbole CE &(k(v)), il existe b E K3(F) tel 
que: 
a,(b) = 0 si w # v, d(w) r d(v). 
N.B. L’idee de cette demonstration remonte a Gauss, via Tate, Suslin, etc. 
D&momstralIom. Si v EM, notons pour f~ F* v(f) la valuation de f en v; notons 
Cgalement AU le localise de A en v. Rappelons que I’on a un produit 
Kj(F) x Kj(F) -+ Ki+j(F) [6, 521. Notons f w {f } l’isomorphisme de F* sur KI (F); 
si A E Kj(A, )$ la ‘formule de projection’ (lot. cit., car. 2.6) entralne que 
oic fi (resp. X) est 1”image de A dans Kj(F) (resp. dans Ki(k(v))). 
Soit maintenant c= (x, 7) un symbole de K,(k(v)), avec X, p E k(v)*, et soit p un 
generateur de v. Par division euclidienne, on peut relever 2 et J en deux elements 
x et y de A, de degres <d(v). Posons b = {x, y, p} E K,(F): c’est I’image de (x, y, p) 
par le produit KJF) x K,(F) x K,(F) --+ K,(F). 
Soit w E &I, d(w) zd(v). Par hypothese, x et y proviennent de A,,,; en appliquant 
la formule precedente, on obtient done: . 
a,,(b) = w@){RJ) - ; ; “w;“,’ 
. 
Rerwwque. Le m?me raisonnement permet de montrer que K,(A) -+ Ki (F) est injec- 
tive; on obtient ainsi une autre demonstration que SK,(A) = 0 pour un anneau 
euclidien. 
La demonstration precedente s’applique a certains anneaux qui ne sont pas eucli- 
diens. Soit k un corps parfait de caracteristique p> 0, W(k) l’anneau des vecteurs 
de Witt sur k [6, ch. II]; posons A*= W[[X]] et A = W((X)) = A&T ‘1. La struc- 
ture de A0 est etudiee dans [7, ch. 7 et 131. 
Si W-&--P&~= LO a& on note deg q=inf{n&.JIa,+O mod p)}; si 
e, =0 (resp. a,= 1) pour n>deg q (resp. pour n = deg q), on dit que q est un poly- 
&he distingu& 01.1 a les resultats suivants (lot. cit., ch. 7, prop. 7.2 et 7.3): 
~~~~~~~j~~~ 2. (a) Soit q E A0 -pAO. Pour tout f c AO, i/ existe b E Ao, r~ W[X], 
ucs t4J.S que: 
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Tout q E A, - pAo s ‘Bcrit de man&e unique q = qou, oti u est inversible dam 
oti q. est un polyndme distingue’ de degrb deg q. 
deduit de ceci que A0 possede un unique ideal maximal pAa + XAo, de hau- 
teur 2; ses id6aux premiers de hauteur 1 sont pA, et les PAo, oh P est un polyn6me 
distinguk irrkductible. Dans A, tous les idkaux premiers non nuls sont de hauteur 
1; ce sont pA et les PA oh P dkrit les polyncimes distinguks irrkductibles de A(); 
l’anneau A est principal. 
ThCor&me 2. Pour i’anneau A ci-dessus, la suite (S) est exacte. 
Dbmonstration. Pour montrer l’injectivitk de &(A) + K,(F), on raisonne exacte- 
ment comme ci-dessus. Soit u un ideal maximal de A: si u =pA, posons d(u) = 0; si 
o = PA, posons d(o) = deg F. La Proposition 2(a) est alors suffisante pour demon- 
trer la Proposition 1 comme ci-dessus. Comme on l’a deja remarquk, ce raisonne- 
ment s’applique ti l’injectivitb de K,(A) -+ K,(F), d’oti l’exactitude B droite de la 
suite (S) (et le fait que SK,(A) = 0). 
Remarque. On peut montrer qu’kgalenlent Kj(Ao) -+ K,(A), i = 1, 2, est injective. 
En effet, la suite exacte de localisaticr. je A0 ti A s’kcrit: 
Comme Ao= W[ [Xl], on a une section W --+& de la projection canonique 
Ao-+ W; on en dkduit que pour tout i, l’application de fonctorialitk 
K,(Ao) + Ki( W) est surjective. Soit maintenant A E &_ ,(A,); si 1 dksigne son image 
dans Ki_ ,(A), la formule de projection donne cette fois-ci: 
a(n’*{X})=lEKi_l(W), X image de A dans Ki_,(M/), 
ce qui prouve que le bord r3 est surjectif; la suite exacte ci-dessus e dkcoupe done 
en suites exactes courtes: 
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